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Stratégie RR et caractéristique 1

» Formule de Hasse-Weil pour g — 1.
» Site arithmétique et géomeétrie en caractéristique 1.
» Extension des scalaires a RT_aX.

» Formule de Riemann-Roch et algéebre homologique
en caractéristique 1.



Formule de Hasse-Well pour g — 1

N(g) donnée pour g € [1,00)

Z(q,T) = exp (Z N(q"“)TT/r)

r>1

Cn(s) = Jm(q —1)XZ(q,q"°), x=N(1)

Lemme ;

8SCN(S) _ o0 —S 1%
() ——/1 N(uw)u °d*u



T héoreme :

Il existe une unique distribution N(u) telle que la fonc-
tion (v associée par

OsCn(s) _ >0 —8 pk
Cn(5) ——/1 N(uw)u °d*u

veérifie

Cn(s) = Cole) =7 PM(D)¢(s),  seC



Formules explicites

Fonction F'(u) définie pour u € [1,00), continue et
continument differentiable sauf pour un nombre fini de
points et Je > 0, F(u) = O(u"1/2-¢).

Dd(s) = /100 F(uw) v’ tdu

S(He(-D)- Y @)=Y Y logpp 2FGM)+

peZeros P m=1
v logm oo t3/2F(¢t) — F(1)
+Q+ =P+ [ ey



T héoreme

(1) La distribution N(u) vérifie

p+1
N(u)—u—d(ZOrder(p) )—I—l

pEZ
ou Z est I'ensemble des zéros non-triviaux de |la fonction
z€ta et |la dérivée est prise au sens des distributions.

(2) La distribution N(u) est positive pour u > 1.

(3) La valeur N(1) est égale a —oo et reproduit Ia
répartition des zéros en E |log E.



J(w)=N(u)du, J,(u)
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(W) =% Y order(p)
IJm(u) = — — order(p
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J(u) change de signe pour u ~ 1.0050692
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Espace des classes d’adeles Q*\Ag

LL'espace des classes d'adeles donne une interprétation
des formules explicites de Riemann-Weil comme for-
mule de trace. Les zéros des fonctions L apparaissent
comme spectre d’'absorption et les termes

[

proviennent de I'action de |'isotropie sur |I'espace trans-
verse auXx orbites périodiques

(T9) (@) = [ k(z,y) &) dy
Traistr(T) = /k(w,w) dx .

TE(x) = &(Ax)  k(z,y) = 06(Az —y)



Trgistr (T) = /k(w,w) dr = /(5(>\x — z) dx

1
|)\—1| A — 1]

Action 9,&(z) = £(w~1z) du groupe des classes d’ideles
G = GL1(A)/GL1(Q) sur Q\Ag

Traiser ([ hyo(wyaw) =3 [

/5(2) dz =

h(w™1

v |1—’LU|




— distribution N(u)

Elle est obtenue en se restreignant aux fonctions test
invariantes par Z* ce qui correspond au double quotient
QX\A@/Z*. On pose h(u) = g(|u|) a support dans [1,00).

Place archimédienne

Q% |1 — w) R* |1 — w1

A e ey ) N

1 1 u?

1
_ = ; Yu > 1.
2<|1—u—1|+\1+u—1|> w2_1




Places finies

Pour les places finies on a |1 —w| =1, car |lw| < 1 donc
pour tout nombre premier p on a

/ w—l / 00
[ g = [ g(udu= 3 109p (™)

@;5 |1 —’LU| Q;; m=1

Pour obtenir N(q) on prend gq(u) = udy(u). C'est une
distribution, qui évaluée sur une fonction test b(u) donne

[ bdga(wydu =), [ go(w)dud*u = v,
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Géomeétrie

Quelle géométrie pour I'espace des classes

d’'adeles : topos caracteristique 1

— Le site arithmétique.
— Les correspondances de Frobenius.

— Extension des scalaires 3a ]R{_Tax.
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Spec Z j

Points over

ALGEBRAIC GEOMETRY

R_ma:>

ADELE CLASS
SPACE

M\/\

ANALYSIS, NCG
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Pourquoi les semi-anneaux ?

Une catégorie C est semiadditive si elle a des produits
et coproduits finis, le morphisme 0 — 1 est un iso-
morphisme (donc C a un objet 0), et les morphismes

canoniques

’)/M,NIM\/N—>M><N

sont des isomorphismes.
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Semicorps finis

T héoreme

Soit K un semicorps fini, alors ou bien K est un corps
ou bien K = B,

B:={0,1}, 1+1=1.
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Le semicorps F

Seul semicorps infini dont le groupe multiplicatif est
cycliqgue : F = Zmax := (Z U {—oc0}, max, +), semicorps
des entiers tropicaux : on le note multiplicativement :
| 'addition v est donnée par u" VvV u™ = uF, avec k =
sup(n,m). La multiplication est inchangée : u"u™ =
u™t™ 1| est de caractéristique 1 : 1+ 1 =1.

Pour chaque entier n € N on a un endomorphisme
Fr, € End(F) donné par Fry(x) := 2" Vx € F.

Lemme : L'application N* — End(F), n — Fry est un
iIsomorphisme de semi-groupes.
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Le Site Arithmétique (N*, Zmax)

SOit F = Zmax := (ZU{—o0}, max, +) sur lequel N* agit
par n — Frp. Muni de cette structure F = Zmax €st un
semi-anneau dans le topos NX.

Le site arithmétique (Igl;, Zmax) €st le topos NX muni du
faisceau structural : F = Zmax VU coOomme semi-anneau
dans le topos.
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Caractéristique 1

Le role de [y est joué par

Ce semicorps n'a pas d’'extension finie mais

Fry(z) = z* definit un automorphisme de ]R%T_ax.

GaIB(RmaX — Ri

3:=4{0,1}, 14+1=1
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Points du site arithmeétique
sur R_Tax

Un point de (ﬁ;,zmax) défini sur R_Tax est donné par

un couple (p, fg‘#) d'un point p de NX et d'un morphisme
local f]f’& de semi-anneaux de la fibre Op en p du faisceau
structural vers RT_aX.

T héoreme

Les points du site arithmétique (@,Zmax) sur R_"]]ax
forment le quotient de l'espace des classes d'adeles de
Q par I'action de Z*. L'action des automorphismes de
Frobenius Fry de RT_aX correspond a I'action du groupe

des classes d'ideles.
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C' courbe définie
sur [Fq

Site Arithmeétique
A= (NX,Zmax) sur B

Faisceau structural Og

Faisceau structural Zmax

Galois sur C(Fy)

Galg(RT®) sur A(RT)

W Correspondance de
Frobenius

Correspondances W(\)
AERY sur Ax A
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Correspondances de Frobenius
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T héoreme

Soient A\, \ € IR{’_‘F tels que A\ ¢ Q. La composition des
correspondances de Frobenius est donnée par

YN ow(\) =w()

Cela a lieu aussi si A et )\ sont rationnels. Si A\, \ sont
irrationnels et A\ € Q,

VAN oW(\) =w(A)\)olde =Ide o W(AN)

ou Id¢ est la déformation tangentielle.
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Diviseurs et intersection

On peut exprimer le nombre d’intersection D e D’ de
deux diviseurs formels de la forme

D= /h(A)\UAd*A

par

DeD :=<DxD' A >

ou D’ est le transposé de D’ et la composition D x D’
est calculée par bilinéarité avec < D*D’,A > Obtenue
en utilisant la distribution N(u) et le fait que la corres-
pondance W, est de degré .
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Negativite <— RH

» Les correspondances horizontales et verticales £; gardent
un sens.

» La validité de RH est équivalente a lI'inégalité

DeD <2(De&1)(De&r)

Il semble y avoir une incompatibilité entre < et la po-
sitivité nalve du nombre d'intersection, mais le lemme
clef montre qu’il n'en est rien.
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Extension des scalaires a Rmax

Le convexe C' est uniquement déterminé par
tc\) '=influ e R|C C Py}
qui en terme des sommets (z;,y;) de C vaut
bo(N) = mjax Az + y;.
On a £c(0) = maxy; et

lim Lo(A)/X=maxz; =inf{lveR|C C P"}
A—+00
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Lemme

L'application C — £o, £c(X), YA € Ry est un isomor-
phisme de Zmax®gRmax avec le semi-anneau R(Z) des
fonctions convexes continues affines par morceaux sur
R4 de pentes entieres ayant un nombre fini de discon-
tinuités de la dérivée, muni des opérations ponctuelles
des fonctions a valeurs dans Rmax.
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Points du topos [0, c0) x N*X

Théoreme : Les points du topos [0,) x N* forment

le quotient de |'espace des classes d'adeles de Q par
I’action de Z*.

Corollaire :On a un isomorphisme canonique © entre
les points du topos [0, 00) x N* et A(RT_aX) i.e. les points
du site arithmétique définis sur RT_aX.
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Faisceau structural de [0,c0) x N~

C'est le faisceau sur [0,00) x N* associé aux fonctions
convexes affines par morceaux et de pentes entieres.
C'est le méme que pour la localisation des zéros des

fonctions analytiques, f(X) = > anX"™ dans l'anneau
A(ry,mo) ={z € K [r1 <|[z] <ra}.

7(f)(x) = mn?x{—nm —v(an)}, Ve € (—logry, —logry)

() (z) = % /OQW log | f(e=*T)|d6.
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sur Fy

Site des fréquences
A = ([0,00) x N*,0) sur R'?

C(Fq) — C_'(Fq)

A(RTX) = A(RTX)

Faisceau structural

Oc_v de C_’

Zmax@)BRT_ax — Faisceau de

fonctions convexes affines
par morceaux, pentes c 7

Faisceau I des
fonctions
rationnelles

Faisceau des fractions =
fonctions continues affines
par morceaux, pentes c 7
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ARITHMETIC
SITE

SCALING SITE

ES
ORDERED GROUPS
OF RANK ONE

ALGEBRAIC GEOMETRY

Q"\AglZ

ANALYSIS NCG
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Orbites périodiques

En restreignant le faisceau structural du site des
fréquences A aux orbites périodiques (i.e. a I'image
de SpecZ) on obtient un analogue réel C), = Rj_/pz,
pour chaque nombre premier p, des courbes ellip-
tiques de Jacobi C*/q”%.
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Courbe elliptique
sur C

Orbite périodique

Courbe Cp sur R

Points sur C : C*/¢%

RY /p%, H CR, H ~ Hp

Faisceau structural
fonctions périodiques

flgz) = f(2)

Faisceau de fonctions
périodiques convexes affines
par morceaux, pentes c Hy

Faisceau K des
fonctions rationnelles

flaz) = f(2)

Faisceau des fonctions
périodiques continues affines
par morceaux, pentes € Hy
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LLa condition sur les fonctions f(H), H C R qui définit le
faisceau structural s’écrit en fonction des dérivées D

Di(f)(H) := lim F(A+eH) - f(H)

e—0+t €

sous la forme

Di+(f)(H) € H, VH, Dy (f)(H)>D-_(f)(H), VH
Pour H = AHp, f(H) = f(\) cela donne
im A — fFOA)

\NH, < f'(\ H
e—0+ € < P f()j:G P
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Fonctions rationnelles

Pour W C Cp ouvert, Op(W) est simplifiable, on note
ICp le faisceau associé au préfaisceau W — Frac Op(W).

Lemme : Le faisceau des semi-corps de fractions est
celui des fonctions continues affines par morceaux de
pentes dans H, munies du max (V) et de la somme.

(z—y)VE-t)=z+t)V(y+2))—(y+1).
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Diviseurs de Cartier

Lemme : Le faisceau CDiv(Cy) des diviseurs de Cartier
i.e. le faisceau quotient K /Oy du faisceau des anneaux
de fractions par le groupe des unités du faisceau struc-
tural, est isomorphe au faisceau des diviseurs “naifs’

H— D(H) € H, tels que

VA, 3V ouvert A eV, D(u) =0, Yu eV, u+= X\

On notera que Kp n'est pas un faisceau constant.
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Diviseurs

Définition : Un diviseur est une section globale du fais-
ceau K;/Or, i.e. une application H — D(H) € H nulle
sauf en un nombre fini de points.

Proposition : (i) Les diviseurs Div(Cp) forment un
groupe abélien pour |'addition.

(1) La condition D'(H) > D(H), VH € Cp, définit un
ordre partiel sur le groupe Div(C)).

(49) L'application suivante définit un morphisme com-
patible avec I'ordre

deg(D) := > D(H) € R.
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Ordre d’une fonction en un point

Point py associé a H C R et f section de K en pg.
Ordre(f) =hy —h_€ HCR
ot hy = limo+L(f((1 +€)H) — f(H))/e.

> Ordrey(f) =0

)\ER*+/pZ
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Diviseurs principaux

Le faisceau Kp a des sections globales, on note K =
K(Cp) = HO(R%_/p”, Kp) le semicorps des sections glo-
bales.

Diviseurs principaux : L'application qui a f € K* as-
socie le diviseur

(f) == _(H,Ordy(f)) € Div(Cp)
H

est un morphisme de groupes K* — Div(Cyp).

Définition : Un diviseur D est principal ssi il existe
f € K(Cp)* telle que D = (f) ou (f) est le diviseur
donné par l'ordre de f.
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g Ordg(f) =0

On note P C Div le sous-groupe des diviseurs princi-
paux.

Lemme : Le sous-groupe P C Div(Cy) des diviseurs
principaux est contenu dans le noyau du morphisme
deg : Div(Cp) — R :

Y Ordy(f) =0, Vfek™
H

42



43



Invariant y

Pour p > 2 on considere |'idéal (p — 1)H, C Hp.
0—=(p—1)H, = Hyp > Z/(p—1)Z — O

Lemme : Pour H C R, H ~ Hp, I'application x : H —
Z/(p — 1)Z, x(p) = r(u/X\) ot H = AH, ne dépend pas
du choix de \.

Avec x(D) := S x(D(H)) on a x((f)) = 0 pour tout
diviseur principal.
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T héoreme

L'application (deg,x) est un isomorphisme de groupes

(deg, x) : Div(Cp)/P = R x (Z/(p — 1)7Z)

ou P est le sous-groupe des diviseurs principaux.
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Fonctions Theta

J. Tate a montré comment les adapter au cas des corps
non-archimédiens, la courbe elliptique est ~ KX /tZ.

n?—n
O(w) = S (1) 2z w" =
7

(1 —w) [ =™ (1 — tMw)(1 — t"w™ )
1

Cas classique K = C, Jacobi :

01 (u, q) = i &/qe 9(e*™, ¢°)
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oo

Courbe Cp = R*_ /p”

[I(1 = t"w) = f1. () == (0V (1 —p"A))
0 0

@)

[Ta-t"w ™) = £ () =3 (0v(p ™r-1))

1

1
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Lemme

(1) Les fonctions f1(A), A € (0,00) Vérifient
f+A) — f2(AN) = =0V (1-X)),

f-A) = f-(A) =0V (A—-1))

(it) La fonction 6(A) := fr(A) 4+ f—(N), A € (0,00), est
convexe continue affine par morceaux, pentes dans H)y

O(pA) =0\ +X—1, VA € (0,00)
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| O(A)~Al(p-1)-log Allog p
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Fonctions ©,, ,()\)

Soient (h,pu) € HZQ" X R’_‘,_,
Oppu(X) = po(uthN)
O (PA) = O3, (\) + hA —

O (V) = Op (V) +hA —

A tout couple (h,u) € HIQ" x R% on associe le diviseur

5(h, ) := (ph™ ' Hp, i) € Div(Cp).
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T héoreme

Toute f € K(Cp) a une décomposition canonique
U J

ou ¢ € R, (p—1)h = X h; — X h} et by < py < phy,
h;guj<ph9.
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Riemann-Roch

Définition : Soit D € Div(Cp) on pose

HO(D) :={f € K(Cp) | D+ (f) >0}
C'est un Rmax-module, f,g € HO(D) = fVv g € HO(D).

Lemme : (i) Si deg(D) < 0 on a HO9(D) = 0.

(ii) Si deg(D) >0 on a HO(D) # 0.
(on ne compte pas —oo qui est toujours la)
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H, dense = dim H°(D) = oo

Comme Hp, C R est dense on a dim(H%(D)) = oo si
deg(D) > 0.

Mais H, est discret dans l'inclusion :

Hp C Qp xR
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Norme p-adique || f||p

Definition : Soit f € K(Cp). On pose

1fllp := max{|h(X)[p/X | A € RY }

ou h(\) € Hp est la pente f en A, et |h(N\)|p sa norme
p-adique, normalisée par |p|p = 1/p.

On a l'invariance de |h(\)|p/A par A +— p :

h(pA) = %ho\) = [h(pA)]p = (V)]
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Proposition

Soient f,g € K(Cp).

() On a |If V gllp < max{||fllp, lgllp}-

(i) On a |If + gllp < max{||£llp, lgllp}.

(i17) On a ||p®fllp = p~ [ fllp.

(iv) On a ||f|lp < 1 ssi la restriction de f a [1,p] est a
pentes entieres.

(v) Soit D € Div(Cp) un diviseur, on définit une filtra-
tion de HO(D) par des Rmax-sous-modules :

HO(D)? :={f € HO(D) | |Ifllp < p}
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Dimension topologique

C'est le nombre de parametres réels dont dépendent les
solutions :

Définition @ Soit X un espace topologique. Sa dimen-
sion topologique dimiop(X) est le plus petit entier n
tel que tout recouvrement ouvert 4 de X admette un
raffinement V tel que tout point de X soit dans au plus
n+ 1 éléments de V.
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Dimension continue

Définition

Dimp(H%(D)) := lim p~"dimop(HO(D)P")

n—oo

On doit démontrer I'existence de la limite.
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T héoreme

(i) Soit D € Div(Cp) un diviseur avec deg(D) > 0, alors
Jim_ p~""dimiop(HO(D)P") = deg(D)

() On a la formule de Riemann-Roch :

Dimg(HY(D))—Dimr(HY(—D)) = deg(D), VD € Div(C)).
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